
Corrigé SERIE N4           Formes Différentielles et Champs de vecteurs 22001199//22002200 

 
ENSA-ALHOCEIMA                                                                                        ANALYSE 4                   
CPII.                                                                                                               SEMESTRE 4 
Exercice 1 

a) Pour   흎 = 2풙풚 풅풙 + 풙  풅풚 ,  on pose 
푃(푥, 푦) = 2푥푦
푄(푥, 푦) = 푥  

Il est claire que    퐷 = ℝ   qui  est un ouvert étoilé. Par suite il suffit de 
montrer que  휔  est fermée. 
On a     (푥,푦) = 2푥     푒푡   (푥, 푦) = 2푥.  

D’ou  휔  est fermée et  donc   휔  est exacte.  
Cherchons donc f telle que 

(푥, 푦) = 푃(푥, 푦) = 2푥푦 (1)

(푥, 푦) = 푄(푥, 푦) = 푥 (2)
  

En intégrant  (1)   par rapport  à  x, on trouve 
푓(푥, 푦) = 푥 푦 + 푘(푦) (3) 

 avec  k  est une fonction en y et ne dépend pas de x. 
On dérive (3)   par rapport  à  y, on obtient 

휕푓
휕푦

(푥, 푦) = 푥 + 푘 (푦) 

Or d'après (2), on aboutit à:  푥 + 푘 (푦) = 푥 .  
Ce qui implique que 푘 (푦) = 0 et par suite  k est une constante. 
Finalement,  

∀(푥, 푦) ∈ ℝ : 푓(푥,푦) = 푥 푦 + 퐶 
b) Pour   흎 = 풙풚 풅풙 − 풛 풅풚 + 풙풛 풅풛  ,  on pose 

푃(푥, 푦, 푧) = 푥푦
푄(푥, 푦, 푧) = −푧
푅(푥, 푦, 푧) = 푥푧

 

Pour montrer que la forme différentielle  휔  est exacte, il suffit de montrer 
qu'elle  est fermée puisque 퐷 = ℝ  qui est un ouvert étoilé. 

On a    (푥,푦, 푧) = 푥     푒푡    (푥, 푦, 푧) = 0, donc   
휕푃
휕푦

(푥, 푦, 푧) ≠
휕푄
휕푥

(푥,푦, 푧) 

On en déduit donc que 휔    n'est pas fermée et par suite elle n'est pas exacte. 
c) Pour   흎 = 2풙풆풙 풚 풅풙 − 2풆풙 풚 풅풚  ,  on pose 

푃(푥,푦) = 2푥푒
푄(푥, 푦) = −2푒

 

On a donc  (푥,푦) = −2푥푒      푒푡   (푥, 푦) = −4푥푒 . 
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D'où, 휔    n'est pas fermée et par suite elle n'est pas exacte. 

d) Pour   흎 = 풚풛  풅풙 + (풙풛 + 풛) 풅풚 + (2풙풚풛 + 2풛 + 풚) 풅풛   ,  on pose 
푃(푥, 푦, 푧) = 푦푧

푄(푥,푦, 푧) = 푥푧 + 푧
푅(푥,푦, 푧) = 2푥푦푧 + 2푧 + 푦

 

Comme précédemment, pour montrer que 휔   est  exacte, il suffit de montrer 
qu'elle  est fermée puisque son domaine de définition est un ouvert étoilé. 
On a  

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

휕푃
휕푦

(푥, 푦, 푧) = 푧           푒푡      
휕푄
휕푥

(푥, 푦, 푧) = 푧

휕푃
휕푧

(푥,푦, 푧) = 2푦푧          푒푡      
휕푅
휕푥

(푥,푦, 푧) = 2푦푧

휕푄
휕푧

(푥, 푦, 푧) = 2푥푧 + 1          푒푡      
휕푅
휕푦

(푥,푦, 푧) = 2푥푧 + 1

 

Donc 휔   est  exacte. 
Pour intégrer 휔  , on doit résoudre le système d'équations  aux dérivées 
partielles suivant: 

푐ℎ푒푟푐ℎ푒푟 푢푛푒 푓표푛푐푡푖표푛 푓 푡푒푙푙푒 푞푢푒:

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧

휕푓
휕푥

(푥, 푦, 푧) = 푦푧 (1)

휕푓
휕푦

(푥, 푦, 푧) = 푥푧 + 푧 (2)

휕푓
휕푧

(푥, 푦, 푧) = 2푥푦푧 + 2푧 + 푦 (3)

 

En intégrant (1)  par rapport à x, on trouve 
푓(푥, 푦, 푧) = 푥푦푧 + 푘(푦, 푧) (4) 

Avec k est une fonction en (푦, 푧)  et ne dépend pas de x. 
Dérivons (4)  par rapport à y et identifions la formule obtenue avec (2), on a 
donc 

휕푓
휕푦

(푥, 푦, 푧) = 푥푧 +
휕푘
휕푦

(푦, 푧) = 푥푧 + 푧 

Ce qui implique que: 
휕푘
휕푦

(푦, 푧) = 푧          ⟹     푘(푦, 푧) = 푦푧 + 푙(푧) 

Avec l est une fonction en z.  
Par suite, on aboutit à 

푓(푥, 푦, 푧) = 푥푦푧 + 푦푧 + 푙(푧) (5) 
Dérivons (5)  par rapport à z et identifions la formule obtenue avec (3):  

휕푓
휕푧

(푥, 푦, 푧) = 2푥푦푧 + 푦 + 푙 (푧) = 2푥푦푧 + 2푧 + 푦 

D'où, 푙 (푧) = 2푧  et par suite   
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푙(푧) = 푧 + 퐶 

 avec  C  est une constante. 
Finalement, on obtient: 

푓(푥,푦, 푧) = 푥푦푧 + 푦푧 + 푧 + 퐶 
Exercice 2 
On considère le changement de variables en coordonnées sphériques suivant : 

푥 = 푟 푠푖푛 휑 푐표푠 휃 = 훹 (푟,휃,휑)
푦 = 푟 푠푖푛 휑 푠푖푛 휃 = 훹 (푟,휃,휑)
푧 = 푟 푐표푠 휑 = 훹 (푟,휃,휑)

 

1- Calculons dx, dy et dz: 
On a 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧푑푥 =

휕훹
휕푟

(푟, 휃,휑)푑푟 +
휕훹
휕휃

(푟,휃,휑)푑휃 +
휕훹
휕휑

(푟, 휃,휑)푑휑

푑푦 =
휕훹
휕푟

(푟, 휃,휑)푑푟 +
휕훹
휕휃

(푟,휃,휑)푑휃 +
휕훹
휕휑

(푟, 휃,휑)푑휑

푑푧 =
휕훹
휕푟

(푟,휃,휑)푑푟 +
휕훹
휕휃

(푟, 휃,휑)푑휃 +
휕훹
휕휑

(푟,휃,휑)푑휑

 

Par suite, 
푑푥 = 푠푖푛 휑 푐표푠 휃 푑푟 − 푟 푠푖푛 휑 푠푖푛 휃 푑휃 + 푟 푐표푠 휑 푐표푠 휃 푑휑
푑푦 = 푠푖푛 휑 푠푖푛 휃 푑푟 + 푟 푠푖푛 휑 푐표푠 휃 푑휃 + 푟 푐표푠 휑 푠푖푛 휃 푑휑

푑푧 = 푐표푠 휑 푑푟 − 푟 푠푖푛 휑 푑휑
 

2- Calculons :     푥푑푥 + 푦푑푦 + 푧푑푧 
Comme   푥 + 푦 + 푧 = 푟 ,  alors  

2푥푑푥 + 2푦푑푦 + 2푧푑푧 = 2푟푑푟 
D'où le résultat. 
3- En déduire :      ,   푒푡   . 

On sait que 

푑푟 =
휕푟
휕푥

푑푥 +
휕푟
휕푦

푑푦 +
휕푟
휕푧
푑푧 

Donc d'après la question précédente, on trouve 
휕푟
휕푥

=
푥
푟

,       
휕푟
휕푦

=
푦
푟

      푒푡         
휕푟
휕푧

=
푧
푟

 

Exercice 3 
On considère la forme différentielle : 휔 = (푥 + 푦 + 2푥)푑푥 + 2푦푑푦 

1- Posons 
푃(푥, 푦) = 푥 + 푦 + 2푥

푄(푥, 푦) = 2푦  

On a  (푥, 푦) = 2푦    푒푡     (푥, 푦) = 0.  

Donc 휔  n'est pas fermée et par suite elle n'est pas exacte. 
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2- La forme différentielle  휓(푥)휔   est  exacte si et seulement si 

휕
휕푦

휓(푥)푃(푥, 푦) =
휕
휕푥

휓(푥)푄(푥, 푦) ⟺

휓(푥)
휕푃
휕푦

(푥, 푦) = 휓 (푥)푄(푥,푦) + 휓(푥)
휕푄
휕푥

(푥, 푦)
 

Ce qui est équivalent à 
2푦휓(푥) = 2푦휓 (푥)       ⟺     휓 (푥) = 휓(푥) 

Par suite,  휓(푥) = 퐶푒   avec  C   est une constante. 
3- Cherchons une fonction  f   telle que :  휓(푥)휔 = 푑푓. 

On a donc le système suivant 

⎩
⎨

⎧
휕푓
휕푥

(푥, 푦) = 휓(푥)푃(푥, 푦) = 퐶푒 (푥 + 푦 + 2푥)

휕푓
휕푦

(푥, 푦) = 휓(푥)푄(푥, 푦) = 2푦퐶푒
 

En intégrant la première équation par rapport à x, on trouve 
푓(푥, 푦) = 퐶푒 (푥 + 푦 ) + 푘(푦) 

Avec k est une fonction en y. 
En suite, on dérive cette dernière formule par rapport à y et on l'identifie à la 
deuxième équation du système précédent: 

휕푓
휕푦

(푥, 푦) = 2푦퐶푒 + 푘 (푦) = 2푦퐶푒  

D'où,   푘 (푦) = 0   et   푘(푦) = 퐷  est une constante. 
Finalement, on trouve    

푓(푥,푦) = 퐶푒 (푥 + 푦 ) + 퐷  
 

 
 


